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editia a XV-a, Baia Mare, 26 noiembrie 2022
CLASA a Xl-a

Subiectul 1.
Demonstrati ci daca AEﬂ/n((C), atunci A*=1_ daci si numai daci existd doud matrice

B, C e M, (C) astfel incat A-B=B, A-C=—Csi B+C=1,.

Subiectul 2.

Considerim matricele A, B € M, ((C) pentrucare A+B =1 ¢ A% = A% Aritati ca:
a) (1,-AB)" =1,-mAB, YmeN";

b) functia f : A ((C) — M, ((C), f(X)=X+ AB(ln - X ) este inversabila.

Subiectul 3.

: . S . n-a, o .
Fie (an)m un sir definit prin @, >0 si @,,, =——% , N€ N . Ardtati ca sirul (an)m are limita
- n+a, -

st calculati aceasta limita.

Subiectul 4.

Sirul (Xn) satisface relatia de recurenta X, =a-X, ++/0-Xx2 =2, n>1 % >0, unde a si

nx1
b sunt numere naturale nenule, cu b- X’ —2 > 0. Demonstrati ca:
a)daca a=2,b=35si x, =1, atunci X, e N, vneN’;

b) multimea A= {(a, b)e N"xN” ‘ dneN’ astfel incat X, & Q' VX € N*} este infinita.

Timp de lucru: 3 ore.
Fiecare subiect se noteaza cu puncte dela 0 la 7.

SUCCES!
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BAREM DE CORECTARE CLASA A XI-A

Subiectul 1.

. - - 2 o . . - .o - .
Demonstrati ¢ dacd A€ M, ((C) ,atunci A® =, daca si numai daca exista doud matrice

B, C € #,(C) astfelincat A-B=B, A-C=-Csi B+C=1,.

Solutie:

=" AZ—|n=0n<:>(A—|n)(A+|n)=(A+|n)(A—|n)=0n. ...................................... 1p
Trebuie sa gisim doud matrice B,CEﬂ/n((C) astfel Tncat (A—|n)-B=On, (A+| ) C=0,
si B+C =1, . Matricele B =%(A+ |n) si C Z%(ln —A) satisfac cerintele problemei............ 2p
yy A-B+A-C=B—C:>A(B+C)=B—C:>AZB—C. ..................................... 2p
A-B-A.-C=B+C = A(B-C)=1, = A-A=1l, = A’=1 . i 2p
Subiectul 2.

Considerim matricele A, B € M, ((C) pentrucare A+B =1 ¢ A% = A% Aritati ca:
a) (1,-AB)" =1,-mAB, vmeN";
b) functia f : A ((C) —> M, ((C), f(X)=X+ AB(ln - X ) este inversabila.

Solutie: .

a) Observam  pentru 1inceput ca matricele A si B comutd. Intr-adevar
AB=A-(1,-A)=A-A*=(1,=A)- A=B- AL s 1p

De asemenea, pentru M >3 se observa ca A" = A" 2. A= A™3. AZ = A™ i de aici , inductiv,
AT = AZ et 1p

In plus,

A B =N (1, -A) = A" (I,-2A+ A?)= A" —2A°+ A* = A - 2A° + A*=0, ... 1p
Atunci (1, —AB)" =1, ~CLAB+C2A’B® —...+ (-1)"CIA™B" = |, —~CLAB =1, —~mAB

=0y
G Ap
b) Observam ca
(1,+AB)-(I,-AB)=1,—AB*=1_sica f(X)=(1,—AB)X +AB . ccccvrcrrc 1p

Injectivitatea Fie X, X, € M, (C) astfel incat f(X,)="f(X,). Obtinem imediat
(I, - AB)X,=(1,— AB)X, si de aici (I,+AB)(I,—AB)X,=(I,+AB)(I, - AB)X,,

adica | X, =1, X,. Rezultd ca functia f este iNJECtIVA. ......cccvrerirrerrirriiriirineeennes 1p
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Surjectivitatea Fie Y € M, (C). Cautim X € M, (C) astfel incat f(X)=Y. Rezulta
(|n — AB)X + AB =Y, apoi (|n — AB)X =Y — AB. Inmultind la stanga cu |+ AB, obtinem
X =(|n + AB)(Y — AB) € ﬂ/n((C) Asadar f este surjectivd. Fiind si injectivd si surjectiva,
functia f este bijectiva si deci inversabila. ...........ccoecevieviiiieneeieeenne. 1p

Mai mult, putem afirma ci inversa functici f este functia f ': ((C) —> M, ((C),

(X)) =(1,+ AB)(X — AB).

Subiectul 3.
Fie (a,)._, un sir definit prin @, >0 §i 8., =——% neN". Aritati casirul (a,) _ ar
ie (@, ) ., unsir definit prin 8, sid = 5 . Aratati ca siru n)ns are
n+a;
limita si calculati aceasta limita.
Solutie:
: 5 * an+1 n . . -
Evident ca @, >0, VNe N . Deoarece —*= = > <1, sirul (an) este strict descrescitor.
> n>1
a, n+al
Sirul fiind descrescdtor si marginit inferior de 0 este, conform teoremei de convergentd a lui
Weierstrass, un $ir CONVETZENL. «....cccueevueerueerieenieenrnenneeneennnes 2p

Fie L=1lim a, € [0, 1). De asemenea, tot datoritd monotoniei, toti termenii sirului sunt mari sau egali
n—oo

cuL. Presupunemcid L>0.

1 n+ a,f _ 1 1 a, 1 1_ L
Cum = ,obtinem —— =—+— deCi —— —— 22— .. 2p
Ay n-a, & N & & N
Atribuind lui n wvalorile 1, 2, .., n-1 si apoi sumand inegalitatile obtinute, rezulta
1 1 1 1
———2>L|1+—+...+—— |, YN=>2. Trecand la  limitd, deducem ci
a, 2 n—-1
1 1

———2>L-00=+00, ceea ce conduce la L =0. Rezultd ca presupunerea facuta este falsi si deci

L &

L =0 e 3p
Subiectul 4 .
Sirul (Xn)n>1 satisface relatia de recurenta X , =a-X, +«/b . X§ -2, nx1, X, > 0, unde a si

b sunt numere naturale nenule, cu b- x° —2 > 0. Demonstrati ca:

a)daci a=2,b=3si x, =1, atunci X, e N, VneN’;

b) multimea A = {(a, b)e N xN° ‘ dneN astfel incat x ¢ Q", Vx, € N*} este infinita.
Solutie:

a) Relatia de recurentd devine X, = 2X, ++/3X> —2 si X, =1.
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X, =2X + \/ 3xZ -2 > \/ 3xZ —2 =1 si inductiv toti termenii sirului sunt mai mari ca 1. in aceste

conditii, X,,; = 2X + 4 /3X§ —2 > 2X,, sirul fiind asadar strict crescator. ..... 1p

%/_J
>0

De asemenea X, =3€ N . Vom determina o relatie de recurentd omogena (fara termeni liberi) a
sirului, care sd nu contind radicali.

2 L
(Xyn — 2%,)" =3%2 =2 sideaici X,, — 4X,,,X, + X = —2. Atribuindu-i lui n valoarea n+1, avem

n+1"*n
X+ X2 =—2 . Scizandu-le obtinem X%, —X° —4X_ X +4X X =0

sau, altfel, (X, — X, )(Xpep + X, —4X
X

. 2
si relatia X_,, —4X el

n+1 n+2

0 +1) =0. Sirul fiind strict crescitor, rezultd

+X, = 4%, =0 sau X, =4X ., = X o s 2p

n+2
Din aceastd ultima relatie de recurentd si din faptul ca X; si X, sunt numere naturale, se deduce, prin

inductie, ca toti termenii sirului sunt numere intregi. Cum termenii sunt strict pozitivi, ei sunt numere
naturale nenule. ..., 1p

Observatie Acum se poate ardta usor ca X, = 3 +6\/§ (2 — \/§)n + #(2 + \/§)n , Vne N

b) Vom considera b =1. Deoarece diferenta dintre doud pitrate perfecte nu poate fi 2 rezultd ci

indiferent ce valoare numar natural nenul ar lua X,, numarul X12 —2 nu este pitrat perfect.

Aceasta conduce la faptul c¢d X, este irational. Rezultd cd multimea A contine toate perechile (@, 1)

cu ae N, fiind asadar infInith. .......ooovveeeeeereeeeeeeeeeereeeseeeseseeeeeeene 1p
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